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* Ajustamento de Observagoes

Quando as medidas ndo sdo feitas diretamente sobre as grandezas
procuradas, mas sim sobre outras relacionadas matematicamente...

Método paramétrico = L, = F(X,)
Os valores observados ajustados podem ser expressos
explicitamente como uma fungdo dos parametros ajustados.

Método dos correlatos = F(L,) = 0
Os valores observados ajustados devem satisfazer determinadas
condigBes (erro de fechamento = zero).

Método combinado & F(X, L,) = 0
Os valores observados ajustados e os parametros ajustados sdo
ligados por fungdo ndo explicita (ndo se consegue separa-los).

* Ajustamento: Método Combinado

F(Xs L) =0 = Modelo mais genérico que os dois anteriores

onde X, =X, + X L,=L,+V
Fazendo-se a lineariza¢édo do modelo, tem-se:
A=9F =% W = F(X,,L,)
ol oL,
Resultando:
F(X,L)=F(X,+X,L,+V)=0

F(Xo L) = F(Xo L) +20 ]

a

(X, - X)+2F]
Xo oL,

F(X, L,)= AX+BV+W =0

(L.-Ly)

Ly




* Ajustamento: Método Combinado

n =>» valores observados Graus de liberdade =1 - u

u=> parametros sendo necessarioque n>r-u

r =» equacgoes
Observacdes > Graus de liberdade

EquagBes— AJU X1+an nV1+rVV1:r 01

Parametros Observacdes
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Erros de fechament¢

* Ajustamento: Método Combinado

Equag6es Normais

@=V"PV -2KT(AX + BV +W) = minimo
0¢ _ u T
—=2PV-2B'K > PV-B'K =0
ov

g—z:—Z(AX+BV+W) > AX+BV+W=0

%:—2ATK EN A'K=0
X

* Ajustamento: Método Combinado

Equagdes Normais observacbes

quag equacoes

Dimensdes { ‘_ parametros
1

n r u 1 1
n |[P -B" OfV 0] [0
rIB 0 A|K|+W|=|0
u |0 AT 0O X 0 0

Observagdes:
1) Método dos correlatos® A =0 (N&o existem parametros)
2) Método paramétrico

W= F(XoLp)=Lorly = L

Cada equacdo® uma observacde® B =-|

2> AX+L =V




Ajustamento: Método Combinado

Resolucgéo das Equacdes Normais

P -B" ofv] [o] [o
B 0 A|K|+W|=|0
0 AT 0ofX 0 0

-1

v] [P -B" oo
Kl=-B 0 A||wW
x| |0 A" of |0

Tempo consumido na inverséo de uma matriz é prapuakao cubo de sua

dimenséo.
7
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Ajustamento: Método Combinado

Sequéncia de Resolugéo de Ajustamento: Método Combido
1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P
2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

3) Resolugao das Equagdes Normais

M =BP'B'
X ==(ATMA)TATM W
X, =X, +X

Ap6s diversas iteracdes...
K =-M7(AX +W) (Vetor dos Lagrangianos)
V = P'B'K
L,=L,+V

Ajustamento: Método Combinado

Variancia da Observacéo de Peso Unitario (a postenii)
o _ VTPV _ VPV
gy = =
S r-u
Matriz Variancia-Covariancia dos Parametros
Xy = z><a = &S(ATM _1A)_1

Matriz Variancia-Covariancia dos Valores Observadosjustados
ZLE = 6’02[ P+ P'B'M 'lA(ATM '1A)_1ATM “BPt-P'B'M 'lBP_l]
Matriz Variancia-Covariancia dos Residuos
X, =GP -2,
Matriz Variancia-Covariancia do Erro de Fechamento
Y =M




* Ajustamento: Método Combinado

20/09/2017

Dadas as coordenadas observafid2ontos X g, y g,

de quatro pontos, estimar gs
coordenadas do centro e o raio ¢la 1 140,0 |0,5| 60,0 |0,5

circunferéncia que melhor sp 1650 |10 1000 |10

ajusta aos mesmos. 2
3 165,0 | 0,5 | 150,0 | 0,5
4 140,0 | 1,0 | 180,0 | 1,0

a) Modelo matematico
Sejam

X3 Ya = coordenadas do centro ajustadas
I => raio ajustado

X, y@ 3 valores observados ajustados

10

* Ajustamento: Método Combinado

b) Modelo linearizado c) Vetor Solucéo Inicial
AX+BV+W=0 X, 100

d) Vetor dos valores observados Xo=|Yo| =[120
(%] To 70
Y1
X
Y>
X3
Ys
Xy

2

* Ajustamento: Método Combinado

€) Matriz dos Pesos P p= (Z )1
Ly




Ajustamento: Método Combinado

f) Vetor Erro de Fechamento W = F(L,, X,)
W= (4 =%0)" + (Y~ o) -1

g) Matriz B
oF 8 observacoes
B=——
oL /
Ly
B=
4 €(UAGCHE S
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* Ajustamento: Método Combinado

g) Matriz B

* Ajustamento: Método Combinado

h) Matriz A A= 07F

X,

Xo
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* Ajustamento: Método Combinado

i) Calculo da Matriz M M =BPB"

j) Célculo do Vetor de Corregoes X
X =—(ATM A)ATM W

* Ajustamento: Método Combinado

k) Célculo do vetor de parametros corrigido X, = X, + X

* Ajustamento: Método Combinado




* Ajustamento: Método Combinado
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* Ajustamento: Método Combinado

Para obter o vetor de residuos tem-se que catwieior dos lagrangianos:

K =-M " (AX +W)

V =P'B'K

20

* Ajustamento: Método Combinado

Vetor das observacdes ajustadas La = Lb +V

21
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Ajustamento: Método Combinado

, VTPV _V' PV

Variancia a posteriori j’o =
4 4-3

MVC dos parametros

Iy, =0 (AMTA™

To

22

Ajustamento: Método Combinado

Uma reta deve ser ajustada a trés pontos . Asrgeguibservacdes foram efetuadgs.

1 2,00 0,04 3,20 0,10
2 4,00 0,04 4,00 0,08
3 6,00 0,04 5,00 0,08

Modelo matematico & Y —aX— b=0

23

Ajustamento: Método Combinado
1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P
- % -
Vi
_| %
b= Y2
X3
LYz
Xo: Toma-se, por exemplo, as duas primeiras e@saco
320=200a+b  PX=Q a
400= 400a+b X =P7Q Xo = M
2




Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B
Yi—ax - b
W=|y,-ax,-b
Yz —aX— b X
0

25
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* Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais

M = BP'B’
X =—(ATM AT ATM W

X, = X, + X

26

* Ajustamento: Método Combinado

4) Ilteracdes

27




* Ajustamento: Método Combinado

28
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* Ajustamento: Método Combinado

Para obter o vetor de residuos tem-se que catwieior dos lagrangianos:

K =-M " (AX +W)

V =P'B'K

29

* Ajustamento: Método Combinado

Vetor das observacdes ajustadas La = Lb +V

30

10



Ajustamento: Método Combinado

Estimativa da preciséo
Variancia da Observacéo de Peso Unitario (a postenii)
.._V'PV _V'PV
g, = =
g r-u

Matriz Variancia-Covariancia dos Valores Observadodjustados

X, = 5P+ P'B'M TAATM TA)TATM BPT - P'B'M 'BPT]
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Ajustamento: Método Combinado

Estimativa da precisdo
Matriz Variancia-Covariancia dos Parametros
Zx =2x, = Ge(ATM AT

32

Ajustamento: Método Combinado

De um triangulo isésceles mediu-se os dois lados e a altsrab8ervagées
foram, | = 1000,00m; J§ = 1000,10m; § = 800,25m. As observacdes tém
preciséo igual e ndo séo correlacionadas. Determinarraasta MMQ para

abasex. ¢

33
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* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

Xo: X,=[x] =[120000]

Toma-se, por exemplo, a primeira equagéo...

2
1212 —[fj =0 x = 2,/100000° - 80025

2

34

Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

X 2
|12_|32_[2j
W=

2
il
2 %
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Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais

M =BP'B'

X =—(ATMA)TATM W

X, = X, + X

36
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* Ajustamento: Método Combinado

4) Ilteracdes

37
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* Ajustamento: Método Combinado

38

* Ajustamento: Método Combinado

Para obter o vetor de residuos tem-se que catewieior dos lagrangianos:

K =-M " (AX +W)

V =P'B'K

39
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Ajustamento: Método Combinado

Vetor das observacdes ajustadas La = Lb +V

40
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Ajustamento: Método Combinado

Na figura abaixo, as distancias OA, AB, BC, e CO foram obstasa
conforme tabela anexa, com MVC conhecida. Os angulos ndostraa figura
séo assumidos constantes. Estimar as coordenadas de C @r MM

& B AO=1, 1000,20
450 AB =, 500,55
BC=1, 707,75

co=1, 1118,60

200 100 0 O

_|100 200 0 o0

7l 0 0 100 50

% 0 0 50 100

41

Ajustamento: Método Combinado

Modelo matemético
X¢ =1, sin@5) +1, sin@d5) -1,
Y, =l,cos@5) +1,cos@5)
XZ+YZ =12

Xc —l, sin@5) -1, sin@5) +1,=0
Y, -1, cos@5)-1,cos@5)=0

FXa L) =0 >
XZ+YZ-12=0

42
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* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

X
—_| 7*c
X, = [ ’
c
Toma-se, por exemplo, as duas
primeiras equacdes...

X =(,+1,)sin(@5) -1,
Ye =(,+1, )cos@5)

43

Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

44

Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais

M =BP'B'

X =—(ATMA)TATM W

X, = X, + X

45
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* Ajustamento: Método Combinado

4) Ilteracdes

46
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* Ajustamento: Método Combinado

47

* Ajustamento: Método Combinado

Para obter o vetor de residuos tem-se que catewieior dos lagrangianos:

K =-M " (AX +W)

V =P'B'K

48
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Ajustamento: Método Combinado

Vetor das observacdes ajustadas La = Lb +V

49
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Ajustamento: Método Combinado

Com referéncia ao triangulo abaix®, = 40°00’00”, a, = 95°00'00",

ag = 45°00'30”, |, = 1000,00m e = 1550,00m. As observagdes ndo
séo correlacionadas, o desvio padréo de cada angulo obleaib”,

e o desvio padrao de cada lado observado é 0,10m.

Estimarx e h via ajustamento por MMQ. Calcule também a MVC.

Ajustamento: Método Combinado

Quantos graus de liberdade apresentam as nossasaiises?
Quantos angulos definem o formato de um triangulo?
Quantos lados sédo necessarios para se definia@@sc

Segue-se que existem 2 graus de liberdade.

17



Ajustamento: Método Combinado

Modelo matematico

FXaL)=0 >
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* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

18



Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

20/09/2017

Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais
M =BP'B'
X ==(ATM*A)TATM W

X, = X, + X

4) Ilteracdes

19



* Ajustamento: Método Combinado

No FreeMat...
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* Ajustamento: Método Combinado

* Ajustamento: Método Combinado

Para obter o vetor de residuos tem-se que catewieior dos lagrangianos:

K =-M " (AX +W)

V =P'B'K

60
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* Ajustamento: Método Combinado

Vetor das observacdes ajustadas La = Lb +V

61
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Ajustamento: Método Combinado

Estimativa da precisdo
Variancia da Observacéo de Peso Unitario (a postenii)
.._V'PV _V'PV
g, = =
g r-u

Matriz Variancia-Covariancia dos Valores Observado#justados

X, = 5P+ P'B'M TAATM TA)TATM 'BPT - P'B'M 'BPT]
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Ajustamento: Método Combinado

Estimativa da precisdo
Matriz Variancia-Covariancia dos Parametros
Zx =2x, = Ge(ATM A

63
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Ajustamento: Método Combinado

Dois sistemas de coordenadas retangulares, A e B, estémonsldos
através de translagdo e rotacdo. Para o caso bidimensiomal d
transformagéo do sistema A para o B, aplicam-se as segeixpesssoes:

Xg =+ Xy ~ &Y,
Yp =t Xyt Y,

Cinco pontos foram medidos (sem correlagdo; preciséo )igeral cada

sistema de coordenadas:
Ponto  x, Ya Xp Ye

1 2020 4107 8457 16,740
2 5132 1,098 12,472 15292
3 0080 6204 5863 17,865
4 7483 0,109 15,155 15,367
5 4206 8128 8818 21,333

n =20 (observacdes
u = 4 ( parametros)
r =10 (equagdes)

Graus de liberdade =r—u =6

64
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Ajustamento: Método Combinado

Modelo mateméatico
Xg ~ ~ Xy tAY, =
Yo, —84 ~ &Xp ~ &Y =
Xg, T T &X, T AY, =
Yo, ~Q " &Xy, “ Y, =
FX,L)=0 9 X TR TERX TR, =
Yo, T8 T &X, T &Y,

Xg, T8 T X, TAY, =
Yo, ~ 878Xy T &Y,
Xg, T T X, TAY, =

0
0
0
0
0
0
0
0
0
Yo, ~ = &%, ~ &Y, =0

65

Ajustamento: Método Combinado
1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P
L, :[XA Ya Xo, Y5 Xa ]T
P=l

Resolvendo-se um sistema de equagdes, usandaeesgsimeiros pontos:

a,+ 20208, - 4107a, = 8457 a | [ 83006
4107a, + 20208, +a, = 16740 _|&|_| 08993
a, + 5132, - 1098, = 12472 ° la| | 04042
1098, + 51323, +a, = 15292 a,| | 122300

66

22



Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

[ 0p000 | -1 =%, Y,

- 00000 0 -y, —X,
0p000 R A

- 0p000 0 Y, X

W= - 00017 Az -1 =X, Y
00234 0 - Ya, ~Xa

01689 -1 =X, Ya
00140 0 -V X
00206 -1 =X Ya

L 00932_ | 0 - Ya X

67
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

[-a, 10
-a 01

a,
-3,

g 3
O -

68

Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais
M =BP'B'
X ==(ATM*A)TATM W

X, =X, + X

69
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* Ajustamento: Método Combinado

No FreeMat...
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* Ajustamento: Método Combinado
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* Ajustamento: Método Combinado

72
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Ajustamento: Método Combinado

Aequacao do plano é usualmente dadagpor by +cz +d = 0.

Sabe-se também que trés pontos determinam um plano. Légqdrametros
sdo suficientes para a equagéo acima.

Segue-se que a equacédo pode ser reescritaagmdy +cz + 1 =0.

Dadas as coordenadas tridimensionais de quatro pontosnpentes a um
plano, determinar os parametrasb e c por MMQ. Use a aproximacam= 1;

b=1,ec=-1

Ponto X Y z
1 1,1 -1,0 09

2 20 20 1,0
3 20 -20 1,0
4 -4,1 1,0 09

n =12 (observacgoes)
u = 3 ( parametros)
r = 4 (equacdes)

73
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Ajustamento: Método Combinado

Modelo mateméatico

FXuL)=0 >

ax +by, +cz +1=0
ax, +by, +cz,+1=0
ax; +by, +cz +1=0
ax, +by, +cz,+1=0
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Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

f 1
-10
09
-20
20
10
20
-20
10
-1
10
L 0'9 J

L

e

75
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B
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Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais
M =BP'B'
X =—(ATM LA TATM W

X, = X, + X

Primeira iteragéo =

78
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* Ajustamento: Método Combinado

No FreeMat...

Lb =[1.1;-1.0;0.9;-2.0;2.0;1.0;2.0;-2.0;1.0;-1.1;D.9];
P =eye(12);

Xo =[1;1;-1];

79
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* Ajustamento: Método Combinado
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Ajustamento: Método Combinado
Ajustar a parabolg? = ax a dois pontos dados (1;2) e (2;3).
Modelo mateméatico

yi—ax =0

FXaL)=0 > {yzz—axzzo

n =4 (observacoe
u =1 ( parametros
r = 2 (equacdes)

81
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Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

X, pode ser calculado a partir de qualquer

a primeira equagao:

X, =[y2 1% |=140]

82
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uma das duas equagdes. Seja, por exemplo,

Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

83

Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais
M =BP'B'
X =—(ATM LA TATM W

X, = X, + X

Primeira iterag&o = >

Segunda iteragio=> >

84
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Ajustamento: Método Combinado

No FreeMat...

85
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Ajustamento: Método Combinado

Microsoft Equation
30

Dada a poligonal enquadrada da figura abaixo, os pontos Ago[@stacdes
horizontais de controle com coordenadas X, Y conhecidapddtos B e E
séo marcos de azimute para as estagcdes A e D, respectivaiprstar as
coordenadas horizontais das esta¢des B e C, dadas as gssrsaguintes.

Angulo o Distancia(m) o (m)
a, =1725334" 2" d1=281,832 0,016
a,= 1852214 2" d2=271,300 0,016
a, = 2082619" 2" d3=274,100 0,016

A 8478,139 2483,826
D 9229,145 2828,963

AB 68°1520,7"
DE 94°57'13,5"

86

Ajustamento: Método Combinado

Parametros 2 X, Yg: X1 Ye
Observacdes minimas=>  @,,d,,d,

Informagdes redundantes® X, Yp, AgE

Graus de liberdade=r—u =3

n =6 (observagde
u =4 ( parametros,
r =7 (equacgdes)

<z

Azimutes
Ac =Apta -
Ao =P+, - =(Ag+a,—m+a,-1m
A = A +0;—TT = (A +a,— T+ 0, — ) +a5— 7T

87
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Ajustamento: Método Combinado

Modelo matematico

Xg = X, + AB* serfA,;) Xg =X, — AB*ser{A,;)=0
Yo = Ya +EB cos(ye) Yo~ Ya _EB *COS(As5) =0
Xc = Xg + BC* serfA,.) X — Xz ~BC*ser(A;.)=0
Yo =VYe +ET: *COS%C) Ye~Ys _ET: *COS@C) =0
Xo =% +CD*SeffAy) P {x-x ~CD* ser(A,)=0
Yo = Y +CD *cos(A,) Yo = Y ~CD *c05(Ac;) =0
A =Agta - Asc = Ayt =0
Ao = Asc ta, =TT Acp = Pgc—a,+11=0
Ae =Ap tas—TT Ave ~Ap —a5 =0

88
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Ajustamento: Método Combinado

Verificagdo das observagdesCalculo de Xy, Yp, Ape
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Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P

90
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* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P
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* Ajustamento: Método Combinado

1) Matrizes/vetores conhecido® Lb, Xo, P
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

93
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B
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Ajustamento: Método Combinado

2) Célculos preliminares de matrize® W, A, B

95

Ajustamento: Método Combinado

3) Resolugdo das Equagdes Normais

M =BP*B"
X ==(ATM 1A TATM W =[]
Xa=Xo+X =[]
Primeira iteragao = X =[ ]*10714

96
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* Ajustamento: Método Combinado

No FreeMat...
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* Ajustamento: Método Combinado
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* Ajustamento: Método Combinado
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